Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

@ RELATIONS BINAIRES QUELCONQUES

‘ ‘ (®@® Soient E un ensemble et Z une relation binaire
sur E. Pour tous x,x’ € E, on dit que x Z" x’ si :

dneN*, 3Jxy,x,...,x, €E,

x=x, et x'=x, et Vke[0,n—1], x; & Xj41-
La relation 2™ ainsi définie est appelée la cléture tran-
sitive de %

1) Montrer que Z" est transitive.

2) Montrer que si & est réflexive, Z" lest aussi.
3) Montrer que si & est symétrique, Z" l'est aussi.

® RELATIONS D’EQUIVALENCE

‘/*~‘ (® Pour tous z,z” € C, on dit que z ~ 2’ si |z| = |7/|.
~J Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur C et
déterminer ses classes d’équivalence.

- Inx lny
‘/3 ~‘ Pour tous x,y € R?, on dit que x ~ y si — = —

x

1) Montrer que ~ est une relation d’équivalence
sur RY.

2) (® Combien la classe d’équivalence de x pour
~ contient-elle d’éléments pour tout x € R, ?

Soient E un ensemble et A une partie de E. Pour tous
X, Y e #(E),onditque X ~Y siXNA=Y NA.
1) @ Montrer que ~~ est une relation d’équivalence
sur 2 (E).
2) (® Exhiber une bijection de & (A) sur 'ensemble
quotient #(E) / ~

\4\

‘ ‘ M@ Soient E et F deux ensembles etf:E—F une
application. Pour tous x,x’ € E, on dit que x = x si
FE)=F0).

1) Montrer que la relation =, est une relation d’équi-
valence et décrire pour tout x € E la classe d’équi-
valence X de x pour =;.

2) Justifier la bonne définition de I'application f de
E/ =, dans F qui, pour tout x € E, associe a X
I'élément f(x).

3) Montrer que j_‘ est injective.

@ RELATIONS D’ORDRE

‘ ‘ (® Pour tous x,y € N, on dit que x < y si y = x"
Jpour un certainn € N.  Montrer que < est une relation
d’ordre. Cette relation est-elle totale ?

RELATIONS BINAIRES

‘ 7 ‘ (™ @® Soient E un ensemble et < une relation d’ordre
—~Jsur E.
1) Pour tous couples (x,y),(x’,y’) € E x E, on dit
que (x,y)<°(x,y)six<x' ety <y’
a) Montrer que <° est une relation d’ordre.
b) Montrer que si E possede au moins deux élé-
ments, <X° n’est pas totale.
2) Pour tous couples (x,y),(x’,y’) € E x E, on dit
que (x,y) <" (x,y") si:
x<x' ou (x=x"ety<y)
a) Montrer que <* est une relation d’ordre. On
I'appelle l'ordre lexicographique sur E x E (issu
de X).
b) Montrer que si < est totale, <* I'est aussi.
3) Dans cette question E = R et < est la relation
usuelle <. Soit (x,y) € R2 Représenter graphi-

quement 'ensemble des majorants de (x, y) pour
<%et <.

"g‘ (® @ On travaille dans Z(R) muni de la relation d’in-
~— clusion C. Lensemble {[£,+oo[ | &> O} possede-t-
il un plus grand élément? un plus petit élément? une

borne supérieure ? une borne inférieure ?

‘ ‘ @ . On travaille dans N muni de la relation de di-

. Lensemble {2" | ne N} possede-t-il un
plus grand élément? un plus petit élément ? une borne
supérieure ? une borne inférieure ?




